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论文 题目 : 


论文 题目 : 椭圆 外 一 点 到 椭圆 距离 的 最 值 问 题 初探 
摘要 : 

本 文 从 “椭圆 外 一 点 到 椭圆 距离 的 最 值 ” 这 一 问题 入 手 ， 首 先 尝 
试 了 多 种 代数 方法 求解 最 值 ， 均 化 归 为 求 四 次 方程 实数 解 的 问题 ,此 


后 利用 Excel 制作 出 求解 四 次 方程 根 的 程序 。 我 们 在 研究 过 程 中 发 现 
了 知 干 简洁 的 几何 性 质 , 借 此 给 出 了 4 种 有 限定 条 件 的 椭圆 外 点 的 最 
ffi. 最后， 我 们 找到 了 一 个 对 于 一 般 的 点 的 结论 。 此 外 ， 我 们 还 发 现 
网 络 上 关于 最 值 点 为 费 瑟 扩 的 猜想 是 不 正确 的 ， 并 给 出 了 相应 证 明 。 


Abstract 

The problem of the shortest and longest distance between an ellipse 
and a fixed point out of the ellipse is discussed in this paper. Substantially, 
it can be turned to another problem of solving equations of degree four. 
Next, we write a tool of solving the equations in Excel. In addition, we 
discover some geometric properties. According to these properties, we 
can solve this problem easily in some special cases and finally find the 
approach to the common problem. During the course of the research, we 


also point out a false statement on the Internet and falsify it. 


本 文中 所 讨论 的 椭圆 外 的 定点 均 在 第 一 象限 ， 其 余 三 个 象限 与 之 类 似 。 


讨论 如 下 命题 ， 己 知 椭圆 及 椭圆 外 一 点 P(m,n) R P 到 椭圆 上 一 动 点 的 最 小 (大 )〉 距离 。 
如 图 一 : 


图 一 


显然 可 分 析出 如 下 结论 ， 


以 为 圆心 作 圆 使 圆 与 椭圆 外 切 ， 设 切 点 为 M 。 再 以 为 圆心 作 圆 使 圆 与 椭圆 内 切 ， 设 切 
点 为 M'。 可 知 最 短 距离 为 | PM |， 最 长 距离 为 | PM '|。 


作 过 M 的 切线 1。， 延 长 | PM | 交 x 轴 于 C i. REN 


到 椭圆 的 最 小 (大 〉 距离 。 
对 于 最 小 值 点 ， 有 如 下 性 质 : 〈 最 大 值 与 最 小 值 相同 ， 


外 定 下 M 点 或 是 C 点 ， 就 可 以 算出 P 


FELLAS PRIA) 


QD 直线 AB 为 椭圆 与 圆 的 公 切 线 。 所 以 有 4B 上 PM 。 
包 一 旦 确定 直线 CM ， 则 对 于 这 条 直线 上 的 任意 一 点 已 〈 己 在 椭圆 外 )， 直 线 AB 都 为 其 对 
应 圆 与 椭圆 的 公 切 线 ， 即 在 一 定 直线 上 拖 动 的 P 点 所 对 应 的 C、M 两 点 一 定 , 我 们 说 ，P 


点 有 “ 拖 动 不 变性 ”。 


一 、 求 距离 的 几 种 方法 


f(x) =| PM [= (m—x,) +(n-y)) =m +n —2mx, — 2nyo +X + yo 


2 
. Xo 


; am b? a 
消 六 后 带 入 函数 即 ， fœ) =m? +n? —2mx, +x)" +b -Aa anl 一 一 x 
a a 


求 函数 最 值 ， 令 其 导 函 数 为 零 


2 2 
1 
f'(x) = Sn T ae eae 
a a b? 
2 2 
b ats 
2 
2 2 2 
2m 十 21-7 =| 2n 2 Xo ; 
a a 2 
b? X 
270 
b? E b? 2 An? 2 
4m —8m(1-—)x, +] 20-an) =— SO 
a a 2 b 2 
7 b=- Xo 


DA ERAN X ARERI. 


从 图 一 可 看 出 该 四 次 方程 有 两 个 实 根 ， 两 个 虚 根 。 其 中 两 个 实 根 为 一 正 根 、 一 负 根 ,分 别 为 
MM 的 横 坐 标 。 


方法 二 


图 二 
引 理 : 若 M (a cosB， 如 sin8) 为 椭圆 上 一 点 ， 则 过 点 M 的 椭圆 的 切线 的 方程 为 : 
Xo X YoY 
an = 
如 图 二 ， 设 椭圆 外 一 点 已 ，M 为 所 求 的 最 小 值 点 ， 


VEM ARYE Lyg 。 


Li 


F 在 取 到 极 值 时 满足 相 切 4B LPM , 


设 M (accost, bame), AMOS OS >). = 
即 斜率 乘积 为 -1。 


= Xo i 
TRA Dian 
tan O = 7 
1+ tan? 一 1- tan’ — 
2 2 


: : XX l 
则 切线 AB 的 方程 teal MP 的 斜率 Kw 
a 
k Da 
AB 2 
a yo 
b? 一 
> kag Kup = 一 tA =] 
ayy m-X, 
_. —bsin@ 
带 入 为 ，y BRBN: 2 imga 
b m—acos@ 
SP =a b’, x= tan» 带 入 万 能 公式 : sind = 
化 简 得 mbx*+2(antc? +2(an-c?)x-mb=0 


方法 三 
2 


2 
š > y X 
BEP(m,n)» M(X Y)» MENEH + =I 
a 


P% n» 


同上 做 法 可 知 : Kap -kp = 


2 
a yo mK, 


2 


而 点 M 在 椭 贺 上， 所 以 有 y PUŽ, SREL, HAAT x 的 四 次 函数 ; 


0 
2 
a 


4.4 20 2,272 24 2 .4 2 4 2 6,2 
C Xo —2ma*ex,' +(n?a7b +ma —a’c*) x, +2ma c xo-a ' m’ =0 


分 析 求 得 的 上 面 三 个 四 次 方程 ,为 形 如 axs 十 bei + cx? 4+ de + e= 全 的 四 次 函数 ,我 们 
知道 四 次 方程 的 求 根 公式 如 下 , 所 以 我 们 对 最 后 一 个 式 子 采取 了 运用 求 根 公式 的 方法 运算 可 


以 求 得 我 们 需要 的 解 ， 我 们 用 excel 编 辑 了 一 个 可 以 运算 这 个 的 表格 ， 详 见 .\Bookl.xls 
SA, =c —3bd+12ae 
A, =2c? —9bcd + 27ad* +27b°e— Tace 


A 
30a, + f-4A3 + 2 34a 


—b ae 2c 
x; 二 一 十 一 -一 一 十 A 
4a 24a- 3a 
—b 1D 2c 
= 一 十 一 了 一 一 十 
4a 244a- 3a 


二 、 探 索 使 距离 最 短 (长 ) 的 椭圆 上 的 点 的 性 质 


由 于 四 次 方程 的 求 


民 公 式 过 于 繁琐 ， 只 能 从 理论 上 解决 问题 ， 


实际 上 的 可 操作 性 很 小 ， 


所 以 我 们 试图 讨论 它 的 几何 性 质 ， 希 望 借 此 求 出 极 值 点 。 
在 定点 与 椭圆 焦点 连 线 的 三 角形 内 所 求 点 有 如 下 的 性 质 : 


性 质 一 : WAZ, PAES, Fn F 为 椭圆 焦点 , 直线 BC 为 4 点 处 切线 , 使 PA 上 BC， 


|4AP| 即 为 所 求 最 短 距离 ，B 为 4 点 处 切线 与 PF 交点 ，C 为 A 点 处 切线 与 PP 交点 。 


下 证 : BF,; FC, PD 三 线 共 点 。 


3.5-- 


2.5-- 


-0.5 十 


证 明 : 由 椭圆 光学 性 质 知 : 和 BAF =2 CAF, , 


“AD WZ FAF, 的 角 


““ PD LAE 


3 分 线 


2. AE X Z FAF, 的 外 角 平分 线 


. DF _ AF _ EF 
“DF, AF, EF, 


如 图 ， 过 万 ， 厂 作 直线 FF' LBC 于 F', FF,’ LBCFE,' 


.BP AP 
BF FF 


DE AR ag 
DF, EF, F,F, 


WHEE, BF, FC, PD 三 线 共 点 。 


WECH BEF, FEC, PDZ, HAPLBC. 


TE: 点 4 在 以 下 、 书 为 焦点 的 椭圆 上 。 


证 明 ， 由 塞 瓦 定理 知 ，- 一 .一 上 .一 =1 


同上 作 辅助 线 ， 由 DD、@ 式 知 : BL. BC. Bh 


BF, CP FF', 


DF, _ FF! _ EF, 


DF, FF, EF, 


F, D F, E 


如 图 四 , %ZRAD=a , ZF,AD=$ 


DF, Ar 
sing sin ZADF, 


` 


在 AADR 中 ， 由 正弦 定理 : 


DF, Ab 
sinp sin ZADF, 


{Æ AADF, Ff, HEIE 


AF sing DF _ EF, 


““ sin ZADF, =sin ZADF,; .. - = = 
AF, -sinf DF, EF, 


AF EF 
sin LAED sin (a +90° ) 


ÆAAEF H, BIERES: 


AF, _ FF, 
sin ZAED sin(90° -~) 


E 弦 定理 : 


~ 
| 一 


TE AAEF, ' 


AF -cosa EF _ AF -sing 
AF,:cos EF, AF,:snB 


<. cos æ sin p -sin æ cos 2 = 0 
~ sin(a- p)=0>a=$ß 


… AD J ZF AF, tsa aye; … ZBAF, = ZCAF, 


由 椭圆 光学 性 质 知 ，A 点 在 以 巨 、 石 为 焦点 的 椭圆 上 。 


所 以 说 , 在 AFPP, 内 点 4 及 PA |BC，BF,，FC，PD 三 线 共 点 心 4 点 在 以 瓦 、 已 为 


焦点 的 椭圆 上 。 
但 是 我 们 并 不 能 仅 由 此 得 到 A 点 所 在 的 椭圆 ， 因 为 在 证 明 过 程 中 ,没有 用 到 到 焦点 和 为 定 


长 的 这 一 条 件 ， 就 是 说 只 能 判定 4 在 以 五 、 五 为 焦点 的 椭圆 上 , 但 是 椭圆 的 形状 不 能 确定 。 


如 图 五 ， 对 于 取 到 最 大 值 点 的 4'， 同 样 有 PA, B'F,, RCR WERE. 
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Cr 


性 质 二 : 关于 A 点 与 它 的 陪衬 点 。 
如 下 图 所 示 ， 当 点 4 在 射线 PC (其 中 PC 不 与 坐标 轴 重 合 ) 上 运动 时 ， A 点 与 椭圆 
上 最 小 值 点 仍 为 已 点 ， 但 显然 最 大 值 点 却 不 再 是 O 点。 这 意味 着 最 大 值 点 O 与 最 小 值 点 己 


是 相互 独立 的 , 不 相关 的 。 但 是 我 们 却 发 现 最 大 值 与 最 小 值 却 可 以 由 与 A 相关 的 一 个 点 B 确 
定 。 我 们 可 以 将 它 称 为 点 4 的 陪衬 点 。 


12 十 


定义 : FAP. OH A 到 椭圆 距离 的 最 小 值 点 ， 最 大 值 点 。 


ade 


过 PP 、Q 分别 作 椭圆 的 切线 相交 于 点 B， 称 B 是 A 的 陪衬 点 


显然 若 A 确定 ， 则 B 点 确定 (但 反之 若 B 确定 ， 点 A 未 必 在 椭圆 外 ) 
定理 一 : 


E A 到 椭圆 的 最 大 值 为 d,, ， 最 小 值 为 dq, 。 A 的 陪衬 点 B 与 两 切 点 的 距离 为 L,L， 


WL? +d°=L,+d,’. 


> 


AAR AE Sy ANEA Fe FR HE 


证 明 
AL PC LPB,AOLOBSI, A, P, Ov B WARR. 


由 此 可 知 <PBO = ZPAQ , 即 定点 4 到 椭圆 距离 的 最 大 值 点 与 最 小 值 点 的 连 线 的 夹 角 等 于 


陪衬 点 B 到 椭圆 的 两 条 切线 的 夹 角 。 
定理 二 : 


BEA 的 坐标 为 (xu, Yo) ,其 陪衬 点 B 的 坐标 为 (Xx,y') UAT x' = 


证 明 : 取 P(acosa,bsing)，Q(acosp,bsin 2) 


XCOS C sin a bcosa b 
pp p2 =1, W y= 一 一 X 十 一 
a b asin & sin @ 


p e ysin 1 jys EOS 5g b 
a b asin sinf 


联 立 上 面 两 个 式 子 得 : p senso enezen 


sin(a-2) ` sin(a-£) 


t ; t os 
loa DEMAR A (x-acosa)+bsina , Ely == 7 ey sina 

t t a 
lai: = f(x-acosp)+bsinp, mys E, E sinp 


联 立 上 面 两 个 式 子 得 : d 


c’ cosa cos (sina -sin 8) c’ sina sin 2 (cosa — cos £) 
asin(a— £) ? asin(a— £) 


2 4 
x a 1 a 1 


ee 2 DT 
X C cosacosB c? acosa-acosB 


y' b’ 1 =e 1 


2 2 R 
Y c sinasin g c° bsina:bsin B 
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4 4 
a X b Yo 


即 得 A 点 和 B RRAMRIER x' =H, y'= 


3 
= 
© 
bs 
© 
lo) 
N 
<< 
è 
<< 
© 


at 


2 


2 
如 图 所 示 ， 点 A 为 椭圆 外 一 点 ， 做 出 椭圆 +My =a?， 连 接 原点 O 和 点 
a 


A, XA + yaa SAB, 过 B 做 重 直 于 x 轴 的 直线 与 椭圆 在 第 一 象限 交 于 点 C , 则 B 


处 的 切线 与 C 处 的 切线 与 xX 轴 三 线 共 点 。 
证 明 : 


设 A (Xo Yo) » Xo, Yo >0, WW1,,:y=22x, 
0 


SADE +y? =a REB © 9, 
a+b a+b 


) 


则 B 处 切线 1 : XX+ 7 yy=a’, Ml xxtyy=a-(atb) 
a+b a+b 


a(a+b) 


与 X 轴 交 于 PP ( ,0) 


0 


2 
而 由 B ATRE C n, b, fI-—°—) 
a+b (a+b) 


Pal 


过 点 C 做 椭圆 的 切线 ,与 x 轴 交 于 只 ， 


2 2 
X, X, 
CF | Commerce, ]-—_*__y 
XOX 2 2 
UA Ng i eg Eng 
a b a(a+b) b 
与 x 轴 交 于 PP C 9), 


0 
则 可 知已 与 已 重合 ， 则 原 命题 成 立 。 
(此 命题 还 易 由 仿 射 变换 证 明 ) 
这 个 性 质 意味 着 ， 过 椭圆 上 任意 一 点 C(acos 9,bsin 9) 做 切线 ， 与 区 轴 交 于 已， 过 尸 作 


N 


ety =a 的 切 点 得 到 切 点 B， 则 5 一 定 与 X 轴 垂直 。 


性 质 四 : 


2 2: 
CLAUD + 3 = BSR FF", SEB} A CERAM B > 


CBR, Bly lop5HKD, WW AD 平分/BDC 。 
证 明 : 将 右 焦 点 FF' 关 于 切线 Ls 对称 到 点 P， 将 左 焦点 关于 切线 1 对 称 到 点 OQ ， 如 图 
连接 AF'，AQ， QF', BF', AP, AF, PF, CF. 


ey 


HMRC EDM, P. By FER, F'. Cy QFE. 


“+ PB = PF',CF =CQ 
<. PF =QF'=2a 
ii AF'= AP, AF = AQ, 则 AAPF = AAF'O 


ZAPF =ZAF'Q ..A,P,D,F' Wake 


而 AF'= AP, ».ZAPF'=ZAF'P, ».ZADC=ZAPF'= ZAF' P= ZADB 
得 证 。 


三 、 探 索 一 些 特殊 的 点 到 椭圆 的 最 短 (长 ) 距 离 
对 于 一 些 有 特定 限制 的 点 ， 上 述 四 次 方程 就 可 以 得 到 化 简 进而 得 出 简洁 的 解 。 
(一 ) 取 为 点 4 Y) AAEM +y = (a+b 上， 这 类 特殊 点 到 椭圆 


2 2 b? + 2 
as = 1 的 最 短 距 离 是 \2 “>, 
a 


bo a+b 


证 明 : 


方法 一 : 
性 质 三 可 知 ， 当 4 (XY) > Hi A 在 轨迹 x + y* =(atb) 上 ， 最 小 值 点 C 即 为 
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a 2 b VD ao +a’ yo 
Xx) 十 | yo 一 Yo} = 
a+b a+b a+b 
这 是 一 个 很 简洁 的 表达 式 。 


但 车 我 们 设 A((a + b) cos 0,(a+b)sin6), IlllC(acos6,bsin@), (AYILO<O< z 


所 求 距离 d = ,|(x — 


所 求 距离 4=[(a+b)cos9-acos9] +[(a+b)sinO-bsin o} 
= Vb’ cos’ 0+a sin? 0 =Vc sin 0+b”， 这 个 式 子 更 加 简洁 。 


而 对 于 满足 x* +y = (a+b 的 点 A ， 我 们 还 有 一 个 可 以 确定 所 求 点 C 的 方法 ， 如 下 : 


v 


方法 二 : 
我 们 希望 找到 一 个 椭圆 ， 这 样 的 椭圆 过 定点 A ， 且 满足 ， A 点 处 的 切线 与 所 求 点 C 处 的 切 
RPT. 


所 以 我 们 先 设 A((a + b) cos 0,(a +b) sin), W C(acos 6,bsin @) » AIO Os =) 


2 
y 
n 


过 4 点 且 满 足 上 面 要 求 的 椭圆 的 方程 为 : 


2 
X 

2 
m 


xcosð ysind 
+ = 
a b 
(a+b)xcos@ (at+b)ysin@ 
5 + =i 
m 


2 
n 


C 处 切线 方程 为 : 1 


A 处 切线 为 : 


216s 


两 条 直线 斜率 相同 ， 即 为 : 


, 化 简 得 : 


cosĝ-b _ cos@-n* m 
asinQ = m’sin@ n 


可 以 看 出 来 ， 我 们 所 需要 的 新 椭圆 长 轴 与 短 轴 之 比 为 已 知 椭圆 长 轴 与 短 轴 之 比 的 平方 根 。 


2 
REGIR MRRNEAMA T I UAA CAME? +y = (atb) E, 
a 


我 们 可 以 先 如 上 面 的 比例 全 = 做 出 过 A 的 椭圆 二 + 过 =1, 再 做 和 4 处 的 切线 1, 将 1 向 
n Jb m n 


eee AMM, + = 1 相 切 ， 所 得 切 点 即 为 所 求 点 C 。 


我 们 尝试 用 同样 的 办 法 解决 一 般 的 问题 ， 而 最 后 仍然 会 划 归 为 四 次 方程 。 


(=) 还 有 一 种 特殊 的 点 可 以 求 最 信 ， 设 点 A(%0, yb) ， 点 A 在 直线 1: y= Ex ER, 

距离 最 短 时 ， 已 点 坐标 为 

—2ax, + 4a? x +4c* x 2 et Baal +./4a°x, +4c* i ay | 
2V2c? 4° 2V2c? 4 

距离 最 长 时 ， 己 "点 坐标 为 


_ —2ax,+/4a°x,” +4c* ).bsin( —2ax, + /4a x; +4c* 


(a Be —arcsin )) 
4 2V2c? 2V2c? 


如 图 ， 设 取 最 小 值 时 所 求 点 为 P(acos 6,bsin O) (不 妨 取 0<0< 7) 取 最 大 值 时 所 求 


(acos(arcsin 


点 为 P'(acos0, se ee < = 7 ) 如 图 : 
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1 与 已 点 处 切线 斜率 乘积 为 ~-1， 可 得 方程 : 


X —acos 0 


ax, (sin 0 — cos 0) = c° sin 0 cos 0 
设 1=sin0 一 cos0 ， 则 原 式 可 化 为 : 


—2ax, + V4a xy +4c* 


2c’ 


axt =c Hr +1) » t= 


-2ax —./4a7x,? +4c* 
a aX, Wa +40 tt ef V2]. 所 以 舍 去 ; 


2c’ 


—2ax, + V4a x; +4c* 
t 一 一 


7 2c? 


: —2ax, +/4a°x, +4c7 +2V4a x -4c* _ ~2axy + 2axy + 2c ee) 


2c’ 2c’ 7 


—2ax, +4a x, +4c’ —-2ax,+./4a7x,” 
i=— a =e 一 T =0, Wte(0,V2) 
C C 


—2ax,+/4a°x, +4c  . 
t= a a to i ~ sind cos = Vsn| 0-2) 


2c’ 
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—2ax,+./4a°x,+4c* x 5m —2ax,+./4a°x, +4c* 
+ 一 ，O = 
2 4 4 2J/2c? 
则 距离 最 短 时 ，P 点 坐标 为 
—2ax, + 4a x; +4c* 5 aT ll +4/4a° x +4c* : Zi 
242c? 4 242c? 4 
则 距离 最 长 时 ，P' 点 坐标 为 


_ —2ax, + V4a x +4c* ).bsin( —2ax, + /4a x; +4c* ) 


(a Sot —arcsin 
4 2/2c? 2/90? 


则 @ = arcsin 


(acos(arcsin 


2 


2 
(三 ) 当 国外 一 点 4 在 二 + 577 =14>b>0) (xz+a) 上 时 ， 点 4 到 本 加 


(a? +c’) 
x? y’ 
Got pe PRATEN AERE. 
2 2 
由 性 质 四 可 知 ， 如 果 有 这 样 一 类 点 A ， 使 得 如 性 质 四 得 出 的 点 DD ER ls 那 
a 


么 如 下 图 所 示 ， 作 出 点 P (相当 于 性 质 四 中 的 D)， 再 过 P 作 AP 的 垂 线 !， 由 椭圆 的 光学 
AP| 即 为 我 们 所 要 求 的 最 大 值 。 


性 质 可 知 1 为 椭圆 在 点 P 处 得 垂 线 ， 那 么 我 们 就 可 以 看 到 ， 


图 证 二 


2 2 
如 图 ， PAMA + = 1(a > b> 0) -点 ， ,下 分别 是 椭圆 的 左 、 右 焦点 。 分 别 延 长 


SQ 


PF', PF iY B,C .过 B,C 分 别 作 椭 圆 的 切线 交 于 A 点 ， 则 A 点 的 轨迹 方程 为 


x y’ 
3 e O 


b? 


证 明 : 如 上 图 ， 设 P 的 坐标 为 (acos0,bsin0); 
B 的 坐标 为 (acosw,psin w); 


C 的 坐标 为 (acos B,bsin B). 


PC Se es 


acosB-c acosO-c 


整理 得 : asin( PB — O) = c(sin B -sin 0) 


化 简 得 : Po ER e ESE D 
2 c+a 2 
bsina © bsin@ 


P, F',B ZARR: 


acosæ—c acosĝ+c 


化 简 得 4 tan t S © 
a 2 c-a 2 
又 直线 BA arty, LCOS y By a El 
a 
又 直线 Ch WHEN: ZF By = Pa 
a 
x sinf-sina a ie ee A 
联 立 两 方程 解 得 ， 一 = 一 = a F a > = a = 
a sin@-B) 2sin cos Cos 一 ~ 
2 2 
nn -1 
ES 2 2 . 
1+ tan tan É 
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pig Pe ee singt 
y _ cosp -cosa _ Do 7 
b sin(g—p) asin 2—F 2 一 AZ E B 
2 2 2: 
cae 
an 
F cot? —-1 
HO, ORAER = =—+—_----- © 
4 cot? Z +1 
$ Seat! 
y 2 @ 
2 2 
a tC cot2 二 +1 


2 
两 式 平方 相 加 得 : 二 + 


y. 
(@+ey =l(a>b>0) (x# +a) 4 
ae 


一 一 二 一 一 一 一 二 1 (Kk > 1k eR) (y 40) ERR A(m,n), 2 
Ca [(k+1)b} Wagers aa ee 


如 图 ， HA AWE OE ah k> Lhe 局 ， 点 尸 为 所 求 点 《满足 |4P| 为 点 A 到 椭圆 


a 
2 


x 
” b 


=1 的 最 短 距离 )，B 为 1 与 xX 轴 交点 。 不 妨 取 点 A 在 第 一 象限 。 


SQ 


设 P(acos0,bsinO), A(m,n) 


过 P，A 作 x 轴 的 垂 线 ， 分别 交 于 P'，A'。 


点 己 处 的 切线 六 OOS? + -1， 则 垂直 于 7 的 直线 
a 


2 
lp: y= Stan OU(x-acosO)+bsing 与 藉 轴 的 交点 如 坐标 为 (一 cos0.0) 


14P|_ 14P1_ m—acos@ [AB] _ 1_1441_ n 

ppl 1 py = J pa 

| PB| | BP "| R ET | PB| |PP'| bsin@ 
a 


a 


2 
ee =(k+1)bsinð , 消去 0， 得 : 


#92 


2 2 


-+ 一 =1， 其 中 人 >LKeR(y 关 0)。 


(a) [k 


a 


这 样 如 果 已 知 点 A(m,n) 在 一 一 + 一 一 一 =1(k >1,keR) (y#0) E, 则 最 小 


Ca [(e+Do] 


= 


{A Ra aon Yo) 中 Xo = 一 二 ， Yo MS , 则 最 短 EE ra 


我 们 尝试 将 这 个 方法 拓展 到 一 般 情 况 ， 那 么 就 相当 于 对 于 VA(m,n)(m > 0,n >0)，33 上 使 


2 2 
得 一 一 +- 1(y 关 0)， 很 容易 看 出 ， 这 又 是 一 个 关于 的 四 次 方程 。 
| E) [(k=+1)b] 
at+— 
a 


四 、 一 般 的 点 到 椭圆 的 最 短 〈 长 距离 

在 经 历 了 代数 一 几何 一 代数 一 几何 的 历次 尝试 后 , 我 们 认识 到 了 纯 几 何 的 方法 不 能 将 椭 
圆 的 性 质 完全 反映 出 来 ， 而 代数 的 方法 不 能 纠缠 在 求解 最 值 点 的 坐标 上 ! 因 为 所 有 的 关于 最 
值 点 的 坐标 的 方程 都 是 四 次 的 ! 必须 另辟蹊径 。 终 于 我 们 找到 了 一 个 很 好 的 解 是 路线， 最 终 
从 根本 上 解决 了 这 两 个 最 值 问题 。 


图 十 四 


引 理 : EP ABNT +2 =1(a>b>0 bA, F',F 分 别 是 左 ， 右 焦点 。 


有 LZPFF =a,ZPFF'=8. 


a 
2 l+e 
the = = cava? +B? 


a 


证 明 : ÆA FPF 中 , %&|PF'|=r,| PF =r, 


oe r r. 2c 
由 正弦 定理 ; — 2 二 一 一 一 一 一 
sin p sin & ~ sin(a +2 j 
e P E ee 
sinf sina Snw+sn singa +sin p 
2c E 2a 


sin(a + f) : sina +sin ` 


gg Ie A 


sina+sinB a 


< at Q+ 
2sin Pee p 


2 2 
RẸ: =e 
ane P ER 


2 2 
oe een eae 
a a ee eer 


p 


a 
1+ tan — tan — 
2 2 


æa 2 1-e 
2 2 1+e 


定理 1《〈 最 小 值 定理 ): 


E Alx Ya), (x > 0, y, > 0) 是 椭圆 aa X= 1(a>b> 0) — 5, F',F 分 别 是 


y’ 


左 ， 右 焦点 。 PAME +2 = a > 六 > 0) 上 一 点， 14P | 是 4 BB+ = 1 上 
a 


2 
动 点 距离 的 最 小 值 ， 和 PFT =a Wa = 2arctan weet sae 
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pn _ 2a—(d,cos F'+ d, cos F )- (2a + d, cos F'+ d, cos F )t geile 
d (d, sin F’—d, sin F) ieee 


d, =| AF'|,d, =| AF |; F' = ZAF'F, F = ZAFF'. 


2 
证 : 如 图 14， 当 直线 AP 平 分 ZF'PF 时 ，P 是 A a rtir = LE BE 
a 
小 值 点 。 UH ZPF'F =a, ZPFF'=f, O FHE) 
此 时 
TERS APAS A E papa ara E pei pel ear 
2 2 2 2 2 2 
在 人 PA 中 由 正弦 定理 : SHUR WEE | oi, 
sin ZAPF’ |AF'| d 
ZEA FPA 中 由 正弦 定理 : 了 <2? 
sin LAPF |AF'| d, 
Hy +r, = 2a. 
4 ee ee 
sin ZAPF' sin ZAPF 
SRO ES, i ee 
EE —2 2g 4—2 2 gd =2a; 
.AX arp .AX arp 
sin(— + ) sin(— + ) 
2 2 2 2 
整理 为 ; a,cos(F"- =F) 4d, eos P+ Sf) = 2acos =F 
HE (d, cos F'+ d, cos F) cos <—F + (d, sin F'— d sin F)sin =F = 2acos =F 
os coe” Hen ia 
2 2 2 2 
+(d,sin F’—d, sin F)(sin a — sin cos) 
2 2 2 2 
= 2a(cos 2 cos 2 sin 2 sin Bi 
2 2 2 2 


两 边 除 以 cos Scos £ 得 : 


2/95 % 


(d, cos F'+ d, cos F)(1+ tan 5 tan 多 


+(d, sin F’-d, sin F)(tan Stan £ 


= 2a(1— tan 2 tan Bx. 
2 2 


aan ae j Wn ea a ee 
2 2 Ite 2 2 l+e 
2a—(d, cos F'+d, cos F )- (2a +d, cos F' +d, cos F)t _ 


oe (d sin F'—d, sin F) 


再 注意 到 : xy=t,x>0,y>0; 


OX, VE TT PEA? -40 一 人 0 的 两 根 ， 


HHH ENFER — uA- t=0 WER, -yN FEA? — uA- t=0 (fA. 
_ M+ +At es a Ae 
2 ee 2 


a = 2arctan 


B+ u’ +4t 
E 


2a- (d, cos F'+d, cos F )- (2a +d, cos F'+d, cos F yt 
(d, sin F'—d, sin F) 


= 中 = 


这 样 进一步 可 求 P 的 坐标 。 


定理 2〈 最 大 值 定理 ): 


# A(X), Ya), (xX > 0,y, > 0) mim +2 =a>b>0) i—i, FF 分 别 是 


2 2 2 
左 ， 右 焦点 。 P wien + +25 =Ma>b>0) kik, 14P IÆ A BURBS +251 E 
a 


| 2 
动 点 距离 的 最 大 值 ，L 人 PF'F =a Wa =2arctan oe 


A 2a —- (d, cos F'+ d, cos F )- (2a + d, cos F' + d, cos F )t P a 
g (d sin F'-d, sin F) i l+e` 


d, =| AF'|,d, =| AF |; F' = ZAF'F, F = ZAFF'. 
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F 分 ZF'PF 时 ，P 是 A 到 椭圆 


uE: 如 图 1 5， 当 直线 AP > 


KE A) 


大 值 点 。 WZPF'F =a, ZPFF'=f8, (WFD 


此 时 


图 十 五 


2 
Zt =1 上 动 点 距离 的 最 
ab 


ZF'PA = ZFPA=~—- 24 /F'AP= 
2 2 

sem, 中 La PP 

sin ZAPF' |AF'| d 


uo 


ÆA F'PA4 


sin ZFAP |PF'| r, 


ÆA FPA 中 由 正弦 定理 : ————— 
sin ZAPF |AF'| d, 


Hn +r =2a. 


sin 7F'AP sin FAP 
n= (a -d, =2a 
sin ZAPF sin ZAPF 


E oe a sin( — F Pisco 
EE —2 2__ gq 4—2 2g =2a; 
.AX arp .AX arp 
Sin( 一 一 一 一 一 ) Sin( 一 一 一 一 一 ) 
2 2 2 2 


at fp 
T 


2P) +d, cox F-2—) = 2a cos 
a-p 
2 


整理 为 : d cos(F'+ 


op | (4, sin F—d,sin F’)sin 


Bt (d, cos F'+d, cos F) cos 


= 2acos 


a+p. 
T 


= 27e 


(d, cos F'+d, cos F)(cos 5 cos 一 十 Sin sin ) 


BB 


a a 
+(d,sin F —d, sin F’)(sin—cos = — sin —cos ~ 
(d, sin F’) (sin Scos- sin cos) 


p 
2 


J 


a . Q. 
= 2a(cos — cos sin — sin 
2 2 


两 边 除 以 cos Scos £ 得 : 


p 


(d cos F'+ d, cos F)(1+ tan tan z 


p 


+(d, sin F -d, sin F’) (tan — tan = 
B 
2 
NY es } Rin een ae 
2 2 Ite 2 2 l+e 
2a—(d, cos F'+d, cos F )- (2a +d, cos F'+d, cos F)t _ 
(d, sin F —d, sin F’) g 


); 


= 2a(l — tan - tan 


x-y= 


再 注意 到 : xy=t,y>0; 


.xX, 一 y 是 方程 +4 一 t=0 的 两 根 ， 


HP RET BEA? + 一 t=0 的 正 根 ， 一 y 是 方程 4? + 4 一 t=0 的 负 根 。 


pa THINN A 


td 


2 2; 


THINK’ + 


2 


& = 2 arctan 


_ 2a—(d,cos F'+d, cos F )- (2a + d, cos F' + d, cos F )t 
(d sin F -d sin F') l 


Ep -yu 


之 后 ， 我 们 便 可 以 计算 出 | AP | 的 长 度 ， 即 最 短 K) 距离 。 


附 : 


我 们 在 网 上 查 到 有 费 马 点 是 极 值 点 (因为 费 配 点 为 三 


形 内 到 三 顶点 距离 最 小 的 点 , 所 


$ 


以 很 容易 联想 到 费 马 点 ) 的 证 明 , (例如 
http://www.hudong.com/wiki/%E8%B4%B9%E9%A9%AC%E7%82%B9 中 的 探究 二 中 ， 认 为 


费 马 点 即 为 下 图 中 C 点), 下面 给 出 证 明 费 马 点 DD 既 不 是 椭圆 上 C 点 , 也 不 在 BC 的 连 线 上 ， 


即 无 法 通过 费 马 点 来 找 出 C 点 。 


F, 


事实 上 ， 如 网 所 示 ; 


五 为 椭圆 焦点 ， 妃 为 定点 ，C 为 椭圆 上 一 点 ， 直 线 BC 垂直 于 C 点 切 点 ( 即 BC 为 所 


ba 


求 最 短 距离 ), 将 BE UF AKEE nies 60° 得 到 B'， 将 BF 以 为 旋转 中 心 旋转 60" 得 


到 B",FB" 与 忆 B' 交 与 点 D， 点 DD 即 为 费 马 点 ， 可 以 看 到 点 DD 并 不 在 直线 BC 上 。 


下 面 我 们 来 举 一 个 反例 说 明 费 马 点 并 不 一 定 在 我 们 所 求 的 直线 15c Eo 


Mi 


则 C 


2 2 


A% 二 1， 和 梢 贺 上 一 点 C (1,3) 
4 3 2 


BANEN + ei 出 22 二 
4 2 2 


Mie LB (1), WEB = 3.2.78 = (2) 
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车 设 瑟瑟 对 应 的 复数 为 < =345i, 设 国 对 应 的 复数 为 z=1+ Li 


则 瑟瑟 对 应 的 复数 - 3429.24.83 - 3-23), 243); 
2 22 2 4 4 2 


二 Tast y3 LB 7 B 
瓦 B" 对 应 的 复数 > = j): i) = 
HP SLT ead GE aac) al aera ome 
te 143 7 Tee 143 7_43, 
4 ?4 4 "4 2 
et | N37 i I3 7 VB 
. "AA Hin A tt 
… 了 坐标 为 (7 T JiB IIRA + Fi re 
7 343 5 
PET 7+6V3 
Ly 4 ]) = 1); 
F,B' + Y TB ) Dr ) 
2 4 
则 
7 V3 5 
D ae 7-243 
dp ge? y =at) =a] 
an 10 +743 


6443 + 224 
1543 +168 
将 上 面 两 式 联 立 得 到 
= 218V3 +392 7-23 = 0.2829 42x _1 x 2.0405 
1544/3 +168 10+7 V3 2 
当 我 们 反思 这 个 问题 时 , 想到 费 马 点 昌 


虽然 是 到 三 个 顶点 距离 最 短 的 点 , 但 是 我 们 这 里 到 两 个 
定点 的 距离 和 是 一 定 的 ， 所 以 费 马 点 不 一 定 满足 。 


zx 0.7702 
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俄罗斯 平面 几何 问题 


j 范 大 学 出 版 社 
出 版 社 


参考 文献 : 
Li] [俄罗斯 ] 波 拉 索 洛 夫 mea, AED 译 ， 
版 社 

[2] 沈 文 选 TKR 冷 岗 松 奥林匹克 数学 中 的 几何 问题 湖南 用 
[3] 丘成桐 主编 第 一 届 丘 成 桐 中 学 数学 奖 获奖 论文 集 高 等 教育 
[4] [法 ] 币 卡尔 著 第 卡尔 儿 何 北京 大 学 出 版 社 


baa 


本 文 题目 是 我 们 的 数学 老师 在 讲 椭圆 时 的 一 道 题目 的 引申 。 原 题 是 : 求 A(0,4) 到 相 


2 
记 + 六 =1 上 的 动 点 的 距离 的 最 值 。 由 于 点 4 在 举 标 铀 上， 直接 求 最 信 就 能 解决 。 但 是 课 


堂上 讨论 时 同学 提出 了 如 果 点 4 不 在 椭圆 的 对 称 轴 上 时 ， 该 如 何 解 决 ， 就 将 我 们 的 数学 李 
老师 (一 个 颇 善 解 题 的 奥林匹克 教练 员 ) 整整 挂 了 一 节 课 。 下 课 后 李 老 师 将 此 题 设 为 了 那 一 
周 的 有 奖 征 答 。 但 无 人 解 出 。 我们 三 个 人 便 和 李 老 师 一 起 进行 了 长 达 三 个 月 的 研究 。 我们 试 
图 找到 一 种 代数 或 几何 的 方程 (一 种 绕 过 解 四 次 方程 或 者 用 《 笛 卡 尔 几 何 》 中 介绍 的 尺 规 作 
四 次 方程 的 根 的 方法 )。 但 是 最 终 示 能 找到 。 不 过 却 在 过 程 中 发 现 了 一 些 简洁 的 或 很 美丽 的 
SMAI PE. 更 重要 的 是 , 我 们 从 中 学 会 了 一 点 数学 研究 的 方法 。 每 当 我 们 发 现 了 划 
的 一 个 美妙 的 结论 时 , 我 们 都 异常 兴奋 , 真正 让 我 们 体会 到 了 数学 之 美和 数学 带 给 我 们 的 
快乐 。 今 后 我 们 还 将 继续 对 它 的 研究 ， 直 至 问题 得 到 满意 的 解决 。 感谢 每 一 位 参与 讨论 的 同 
学 和 老师 ， 感 谢 十 一 学 校 给 我 们 创造 的 研讨 氛围 和 良好 环境 。 
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